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Absztrakt. Ebben a cikkben a binaris tomografia haromszégracson ér-
telmezett probléméjat tekintjiikk. A rdcs strukturajat figyelembe véve,
héarom, illetve egyes esetekben hat projekciés irdnyt vizsgalunk. Az ere-
deti képek rekonstrudldsara genetikus algoritmust, illetve egy energia
minimalizdciés modellt vezetiink be, ami a szimuldlt hiités algoritmusan
alapul. Az dltalunk kifejlesztett rekonstrukcios eljardsok miikodését hat-
szogalaki, megkozelitéleg 4000 haromszogpixelbdl 4116, mesterséges teszt-
képeken mutatjuk be.

1. Bevezetés

A Tomograpfia feladata a képek rekonstrualdsa az adott projekcids adatok alap-
jan. Matematikailag fogalmazva, a feladat a vizsgalt fliggvény meghatarozasa a
fiiggvényen és az értelmezési tartomanydnak a részhalmazain vett integralok és
Osszegek értékei alapjan. A tomogréfiai rekonstrukciés probléma lehet diszkrét
vagy folytonos. A diszkrét tomogrdfidban (DT) [9,10] a fiiggvény értékkészlete
véges és diszkrét, az alkalmazdsokban, a DT altalaban digitdlis képek rekonstruk-
ciéjaval foglalkozik melyek csak néhany sziirke drnyalatot hasznanak. A DT al-
kalmazasanak teriilete széleskorii, tobbek kozott jelentos alkalmazési teriilet az
orvosi képfeldolgozds kapcsdn az orvostudomény [6]: Itt példaként megemlitjiik a
kovetkez6 alkalmazdsokat: Computer Tomography (CT), Positron Emission To-
mography (PET) és az Electron Tomography (ET). A DT részteriilete, melyet
bindris tomogrdfianak (BT) neveziink, a bindris képek rekonstrudldsival foglal-
kozik.

A digitélis geometridban és a digitélis képfeldolgozasban a digitalis sik, illet-
ve tér pontjaihoz egész szamértékii koordinatak kapcsolédnak. A széles korben
alkalmazott Descartes-féle koordindtarendszer dltaldban négyzet (téglalap) és
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kocka alapi racsot haszndl kett6 vagy harom dimenziéban. Fontos elméleti ered-
mények mutatnak ré azonban, hogy maés tipust, tgynevezett nemhagyomanyos
racsok hasznélata sokszor jobb eredményekkel kecsegtet. Ezért egyre tobb algo-
ritmus késziil el nemhagyomanyos réacsokra is. A sikban a hatszog- és a harom-
szogracsok a lehetséges alternativai a négyzetracsnak, és igérnek jé eredményeket.
A hatszogracs rendelkezik néhany jelentos elénnyel, nagyon egyszerii; csak egy
széleskorben hasznalt szomszédsédgi kritériummal rendelkezik. A hatszogrécs leir-
haté harom koordinataval melyek tiikrozik szimmetridjat: a képpontok elérhetéek
zéré Osszegii koordinata-harmasokkal.

A héromszogrics szimmetridja hasonlé (27/3 szgben torténd elforgatds a
récsot sajat magdba forditja vissza), ebbdl kifoly6lag hdrom koordindtatengely
elégnek bizonyul leirdsdhoz (14sd pl. [23,25]).

A BT teriiletének a négyzetracson széleskorii irodalma van [5,4] harom [30,
31], négy [3] vagy akdr ennél is tobb projekcidt felhaszndlva (lasd pl. [28]). A
kétiranyt projekcid (vagyis a soronként és oszloponként torténd vetitések) adjdk
a legalapvetdbb problémét, ennek kiterjesztése négyirdanyt projekcidkra (az atlds
irdnyokat is bevonva) szintén gyakran vizsgdlt probléma. A hatszogrdcson a
haromirdnyu projekciéval definidlhaté az alapfeladat [16]. A hdromszogracson, a
haromirdnyu vetitést hasznél6 alapfeladat [19, 18], a rdcs geometrigjan alapulva,
hatirdnyt projekciét hasznalé feladattd egészitheté ki [15]. Ebben a cikkben az
el6z6 harom emlitett cikkiink eredményeit foglaljuk Gssze.

A tomografia feladata dltaldban nem koénnyti. Két projekcié esetén altald-
ban a feladat aluldetermindlt, tobb projekcid esetén pedig NP-nehéz ([8]); ezért
kiilonb6z6 sztochasztikus mddszerek hasznalata elterjedt, mint pl. genetikus,
vagy memetikus algoritmusok, illetve szimulélt hiités [26]. Ezekkel a médszerek-
kel gyakran elfogadhaté megolddst nyerhetiink vallalhaté idéraforditdssal ([2, 5,
29]).

A cikk felépitése a kovetekez6. A 2. Fejezetben roviden megadjuk a hirom-
szogracs geometridjanak lefrasat. Ezutan formalisan is megfogalmazzuk a BT
problémajat. Majd bemutatjuk a genetikus-alapi, illetve az energia-minimali-
zacios algoritmusunkat a 3. és a 4. Fejezetekben. Az algoritmusok eredményeit
néhdny mesterséges képen mutatjuk be (5. Fejezet), illetve roviden értékeljiik is
6ket. A cikket néhdny zdrémegjegyzéssel fejezziik be.

2. A Haromszogracs Leirasa

A héromszogracsot hdrom koordindtdval irjuk le [20-22,24] stb. alapjdn. Ily
moédon szimmetrikus lesz a rendszer, minden pontot (hdromszogpixelt) egy-
egy egész értékeket tartalmazé koordindta-harmassal cimziink meg. A tenge-
lyek egymadssal 27/3 szoget zdrnak be. Mivel a teriink kétdimenziés a harom
koordinataérték nem fiiggetlen egymastdl: azok Osszege minden egyes pixelre 0
vagy 1. Pdrosnak nevezziik azokat a pixeleket, amelyekre 0 a koordindtaértékek
osszege (A alakd, illetve orientdci6ja pixelek), és pdratlannak azokat, amelyeket
1-6sszegli harmasok cimeznek (ezek orientdcidja V). Sdunak (lane) nevezziik azon
pixelek Osszességét, amelyekre egy adott koordinata éréke rogzitett. Az 1. abran
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pirossal szinezve vannak azon pixelek, melyekre a mésodik koordinata érteke 2.
Ezekben a sdavokban a paros és paratlan pixelek felvaltva kovetkeznek.

A pixelek kozt a kovetkez6 szimmetrikus reldciét szomszédsagnak nevezziik:
a p(p(1),p(2),p(3)) és a q(q(1),4(2),q(3) k-szomszédok, ha [p(i) — q(i)] < 1
(i = 1,2,3) és [p(1) — q(1)] + [p(2) — a(2)| + [p(3) — a(3)| < k (k = 1,2,3).

A binéris képeink minden haromszogpixelhez a {0, 1} halmazbdl rendelnek
értéket.

1
03002 A 00 ANI00 ,,1
3,03\ 22,02\ /1,0,1\ /0.0 1, 2.0,
B3 AT ATIIA T O AL T AT TS
312\ 200\ 11,0\ 0,10\ A1,-2
322 /\221/\120 /N02-1/\ 22
521\ 220\ A2\ /02
33.1/\2,3,0 13/&37/
33,0 \/2.3-\A13.2

1. dbra: Koordinata rendszer a hdromszogracshoz, egy sév (y = 2) és egy az y tengellyel
parhuzamos projekcids irany.

A hérom alapvet projekciés irdny a koordindta tengelyekre merdleges irdanyok,
ezek éppen az elobb definialt savonkénti vetitések, vagyis az egy sdvban levo 1-es
értékill pixelek szdma. Amikor hat projekciot haszndlunk akkor a tovdabbi harom
irdny a tengelyekkel parhuzamos, egy ilyen lathaté sarga szinnel az 1. abran.
Matematikailag leirva: ezek olyan pixelek, amelyekre két koordinataértékiik kii-
lonbsége rogzitett, az abran jelzett pixeleknél az elsé koordinata értéke eggyel
tobb, mint a harmadiké.

Az algoritmusainkat szabdlyos hatszogalaki képeken teszteltiik, melyek oldal-
hossza 26, és igy pixelszdma 4056. Az algoritmus bemeneteként adottak a pro-
jekcidk értékei. Célunk a kép rekonstrudlasa ezekbdl az adatokbdl, illetve olyan
kép elballitasa amelyre a projekcios adatok jé egyezést mutatnak a megadot-
takkal.
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3. Rekonstrukcié Genetikus Algoritmussal

Az evoliciés algoritmusok széleskorben hasznalhatéak a tomografia témakorében
(lasd pl. [5]). Mi a genetikus algoritmus (GA) egy héromszogracsra adaptélt
valtozatat készitettiik el és mutatjuk be.

A genetikus megkozelités egyszerre tobb megoldésjelolttel (itt lehetséges bi-
néris képekkek) dolgozik [1, 7, 27]. El6szor egy kezdSpopulacidt kell el¢éllitanunk,
ezt a halézatfolyam (network flow) algoritmus ([4]) olyan valtozataval készitjitk
el, amely minden egyes egyed esetén a harombdl két projekcids irdanyt kivalaszt-
va, azokhoz illeszti az el6éllitott kép vetiileteit (lasd 2. dbra).

B =Y a1l 109 00

v,

B, =1{,2,9,6.8115,4}
B, ={47.7,5,5,5,6,6}

2. dbra: A hal6zatfolyam algoritmusa a kezdeti egyedek elSallitdsara, két projekcids
irdnyban optimalizalva.

Az egyedek j6sdga (fitness function) helyett hibdjukat mérjiik: az inputként
adott vetiileti értékek és az egyed megfeleld vetiileti értékeinek abszolit eltéréseit
osszegezziik. Ily médon az idedlis megoldas hibaértéke 0.

Az algoritmusban versengd kivalasztdst hasznaltunk (tournament based selec-
tion), mindig két sziilgjeloltet valasztunk ki egy szerepre, és ezek koziil a kisebb
hib&ju lesz az, aki végiil sziiloként felhaszndlasra keriil.

A keresztezéskor mindkét sziil6tol egy-egy teriiletet 6rokol a gyerek (1 egyed):
ehhez az eredeti képeket 6 részre vagjuk (kb. mint egy pizzat), a leghosszabb atlé6i
mentén. Mind a hat részben véletlenszertien kivalasztunk egy-egy pixelt. Ezekbdl
harmat az egyik, harmat a masik sziil6 orokit. Ezutdn ezen pixelek szomszédai
oroklédnek a megfeleld sziilétél, stb. (tulajdonképpen régidnovesztési algoritmus-
sal lefedjiik a képet, és minden pixel attdl a sziil6tdl 6roklodik, amelyik eredetileg
kivalasztott pontjabdl hamarabb elértiik. Minden keresztezéskor két 11j egyedet
hozunk létre, a mésik 1j egyed minden egyes pixelt éppen az ellenkez6 sziil6tol
Orokol, mint az elso.
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A mutdciés operatorunk véletlenszeriien valtoztat az egyeden, egy pixel helyett
annak egy 1-szomszédos pixelét teszi a képbe.

Az algoritmusunk a memetikus algoritmusok kozé tartozik, az alap genetikus
megkozelités lokalis kereséssel is kiegésziil: Ahhoz, hogy az eredményiink szebb
(képileg is elfogadhatébb) legyen, minden egyed létrehozdsakor egy kompaktsdgi
operatort is lefuttatunk az egyedre, amely az izolalt pixelek egy részét megsziinteti
(abbdl a feltételezésbdl kiindulva, hogy a valédi képek dltaldban Osszefliggd ré-
giokbol épiilnek fel és nem tartalmaznak izoldlt pontokat). Ez az operdtor nem
valtoztatja meg a projekcids értékeket, mert olyan mddositasokon alapul, amik
megtartjdk a vetiiletet (ilyenekre a gyakorlati eredmények diszkussziéjdban még
visszatériink).

Az algoritmusban fix 1étszdmu atlapolé generdcidkat haszndlunk, vagyis a
sziilok és a gyermekek egyesitett halmazanak legjobb elemeit tartjuk meg, veliik
dolgozunk tovabb.

Az algoritmus egy-egy futésa fix szamu iteraciot hajtott végre, illetve a popu-
laciéméret is fix volt. Kiilonbo6zo futtatasokat végeztiink valtozéd beallitasokkal.
Az eredményekre az 5. Fejezetben tériink vissza.

4. A Szimulalt Hitésen alapulé Energiaminimalizacids
Rekonstrukcié

Tekintstik most a BT képrekonstrukcids problémat, ahol a képalkoté eljaras a
kovetkez6 linedris rendszer segitségével adott

Az =0, Ae R™", xe€{0,1}", be R™.

Az A projekciés matrix minden sora egy projekciés sugarnak felel meg. A b pro-
jekcids vektor elemei tartalmazzék a regisztralt m projekcids értéket. Az x bindris
értékeket tartalmazé vektor az ismeretlen képet jelképezi melyet rekonstrualni
szeretnénk. Az A projekciés matrix minden sordnak eleme a; . a pixelen dthaladé
projekcids sugéar hosszat tartalmazza. A sugdr mentén mért osszérték a sugar pi-
xelenként dthaladd hossza és az adott pixel intenzitdsanak szorzatdnak Osszege.
A projekcidk kiilonboz6 szogekbdl vetitddnek. Figyelembe véve a hdromszogracs
szimmetriajat és konnyen megkiilonboztethetd iranyait, ezen munka soran, harom
és hat projekcids iranybdl nyert vetiileteket hasznalunk.
A BT problémat formélisan a kdvetkez6 energia minimalizacids problémara
alakitjuk
Lo E(z), (1)

ahol az energia/célfliggvény a kovetkezOképpen definidlt:

By =5 |14z 07 + A 3 (-2 | 2)

i JEY(4)

A (2) jobb oldaldn az elsd tag az tn. adat megfeleld tag, mely a megoldéds és
a vetiileti adatok kozotti Osszhangot fejezi ki. A maésodik tag az un. simito
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reqularizdcid, melynek feladata a megoldds Osszefiiggéségének /kompaktsdgdnak
elémozditasa. A simité regularizacié alkalmazédsa azon feltételezésen alapszik,
hogy az eredeti kép pixel intenzitdsokhoz mérten kompakt régiokbdl tevédik
ossze. A 1 (i) az x; 3-szomszédos pixeleinek indexeit jeloli. A A > 0 paraméter az
adat megfeleld és a simité regularizécié kozotti egyensilyt hivatott meghatérozni.
Az (1)-ben megfogalmazott minimalizécids feladat megolddsdra a szimuldlt hiités
(Simulated Annealing, réviden SA) algoritmust adaptaltuk.

1. Algoritmus: SA Algoritmus.

A felhaszndlé altal megadott paraméterek:
Tstart > 0 {kezdeti hdmérséklet},
Tinin > 0 {minimé&lis hémérséklet },
Ttactor € (0,1) {multiplikativ faktor a hémérséklet csokkentésére},
NoChgLimit € N {az egymés utdn sorrendben csokkentett hdmérsékleti szintek
szama elfogadott valtoztatds nélkul}.
Kezdeti értékek:
x=10,0,...,0]7, T = Tsart,
NoChg =0, Ecyrrent = E(x).
while (T > Tin) A (NoChg < NoChgLimit)
for i = 1 to sizeof(z),
hatarozd meg a j véletlen poziciét az x vektorban;
5’3:1'; /wvjzl—l'j;
Eattempt = E(%)y
AE = Eattempt — Eeurrent;
z =rand (U(0,1));
if (AE <0) v (Exp(—AE/T) > z), then
x = T; {vatoztatas elfogadva}
Ecurrent = Eattempﬁ
NoChg = 0;
end if
end for
T="Tx Tfactor;
NoChg = NoChg + 1;
end while.

Az SA egy sztochasztikus optimalizacids algoritmus mely a vizsgélt anyag, pl.
vas, megfeleld feltételek mellett, forré allapotbdl torténd lehiitésének folyamatat
szimuldlja. A Metropolis és térsai [17] dltal publikélt eredmények alapjan az SA
algoritmust, mint optimalizacids eljdrast, Kirkpatrick és térsai [11] fejlesztették
ki. Az algoritmus az elére megadott magas hémérsékletrdl (kontroll-paraméterrel
szabélyozott) indul. A kezdeti megoldds véletlenszeri kismértékli véltozdsnak
van kitéve és az igy keletkezett energiavaltozast, AFE-t, kiszamitjuk. Ha AF
negativ, akkor az 4j megoldést elfogadjuk. Ha AE pozitiv el6jelli (rossz kisérlet),
az 1j megoldés elfogaddsat a Boltzmann-féle valdsziniiségi faktortdl [12], melynek
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alakja
o~ AE/T

tessziik fliggévé. Ez a folyamat ismétlédik mindaddig amig az egyensulyi allapot
be nem kovetkezik az adott T hOmérsékleti szinten. Az egyensilyi dllapot krité-
riuma altaldban elegendd szamu iteracié alkalmazasa. Ezutan a hémérsékletet
csokkentjiik és az algoritmust Gjra futtatjuk. A cstkkentett hdmérséklet cstkkenti
a téves kisérletek elfogaddsanak valésziniiségét. Az egész folyamat addig ismétlodik
amig a fagyott dllapot be nem kovetkezik, vagyis a megadott megalldsi kritérium
teljesiil, mely altaldban egy végleges, alacsony homérséklettel van meghatarozva.
A végs6 homérséklet altalaban nulla vagy nullahoz kozeli.

Az altalunk adaptalt SA algoritmus az (1) minimalizdciés probléma megol-
dasara az 1. Algoritmusban van részletesen leirva. Megemlitjiik még, hogy az SA
algoritmus alkalmazdsai hasonlé problémékndl [13, 14, 29] kit{ing teljesitményrol
tanuskodnak. Ezek az eredmények nagy mértékben motivaltak benntinket arra,
hogy az SA algoritmust is kivdlasszuk a vizsgdlt minimalizaciés probléma meg-
oldaséra.

5. Futasi Eredmények

Kisérleteinkben bindris tesztképeket hasznalunk, melyeknek formaéja szabalyos
hatszog és mérete 26x26x26. Ezeknek a képeknek a mérete 4056 pixelhdromszog,
ami kozel all a 64x64-es négyzetracs alapi kép méretéhez. A kisérletekben hasz-
nalt néhany eredeti tesztképet mutat a 3. abra.

Csillag Vegyes objektumok

3. abra: A kisérletekben haszndlt eredeti képek. A képek azonos méretiiek: 26 x 26 x
26 (szabdlyos hatszogek), vagyis 4056 pixelbdl (hdromszogbél) tevédnek ssze.
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1. tablazat: A genetikus algoritmus futtatdsi teszt adatai

Kép Generacick  Populacié Rekonstrukcié Futasi id6
szadma mérete foka (%) (mésodperc)
Csillag 10 30 79.45 1453
50 79.88 2312
75 80.21 3018
20 30 79.33 2325
50 79.88 3179
75 80.21 4700
25 30 79.00 2720
50 79.33 3776
75 80.10 5387
Vegyes 10 30 85.25 3106
objektumok 50 86.78 5448
20 30 86.78 5052
50 87.29 9173

A GA éltal kapott eredményeket mutatja az 1. tablazat. A szerepl6 szazalék-
értékek azt mutatjik meg, hogy a rekonstrualt és az eredeti kép hany vetiileti
adata egyezik meg (100% a teljes egyezést jelentené).

A 4. és az 5. abra mutatja, hogy a 30 elemii populdciomérettel, 20 iterdcién
at futtatott rekonstrukcié eredménye képen hogyan néz ki a Csillag, illetve a
Vegyes objektumok tesztképek esetén.

Az algoritmust Intel(R) Core(TM) i5-2430M CPU @ 2.40Ghz processzoros
4.00 Gb belsémemériaju gépen futtattuk.

Habar a szamadatok viszonylag elfogadhaté megoldast jeleznek, a rekonst-
rudalt képek mégis nagyon kiilonboznek az eredeti képektol.

Az SA algoritmust a kovetkez6 paraméterértékek mellett futtattuk: Tspqr =
4, Trnin = 0.001, Tioctor = 0.97 és NoChgLimit = 10. A futtattas kozben
Ujrainditdst nem alkalmaztunk. A (2) energiafiiggvény A paraméterét empirikus
uton hataroztuk meg és a kisérletekben vett értéke 5.

Az ezzel a mbdszerrel rekonstrudlt képek a 6. és 7. dbrakon lathatéak. Az
abrak alatti szazalékértékek azt mutatjdk, hogy a vetiileti adatok hanyad része
stimmel a rekonstrualt és az eredeti képen. Lathatd, hogy 6 vetiilet esetén
ez (kozel) 100%-o0s. Az algoritmus futédsi ideje az SA esetén meghaladta az 1
napot. Megjegyezziik, hogy a csak harom vetiilet alkalmazasdnal szamos azonos
vetiileti értékkel rendelkezé pixelkonfiguracié létezik [19]. Ebbél az kovetkezik,
hogy nagyobb méretii képeknél a rekonstrualt kép majdnem mindig eltér az
eredeti képtol, még akkor is, ha a vetiiletek értékei hibatlanok. Kisérleteink
legosszetettebb képeinek, pl. a Vegyes objektumoknak harom vetiiletbdl nyert
rekonstrukciéi nagy eltérést mutatnak az eredeti képektdl, lasd a 7. abrat. Min-
damellett, a 6 vetiiletet hasznalé rekonstrukcidk lényegesen jobb hasonlésagot
mutatnak a megfelel§ képek eredetijével.
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4.3abra: A Csillag tesztkép rekonstrukcidja 3 vetiiletbél GA-val: az eredeti és a re-
konstrudlt képek kiilonbsége (szimmetrikus differencia).

A genetikus megkozelitést egyelére csak a hdromirdnyd vetiiletekkel alkal-
maztuk. Lathatd, hogy elég gyorsan szolgdltatnak olyan eredményeket, amelyek
a projekcios szamadatok alapjan elég jonak tliinnek. Sajnos sok esetben a re-
konstrualt kép ennek ellenére elég tavol esik az eredeti képtol. Ennek oka lehet
az is, hogy haromirdnyu vetiilet esetén sok olyan pixelformacié van amelyek
ugyanolyan vetiiletértékekkel rendelkeznek (switching components), mint mdr
emlitettiik. Ezekb8l mutatunk meg néhényat [19] alapjén a 8. dbran.

Ezekben az esetekben tovabbi informéaciéra lenne sziikség az eredeti képrol,
amely segiteni tudja az algoritmust a megfelel6 pixelformacié kivélasztasaban.

6. ésszefoglalés, Tovabbi Tervek

A héromszogracson, a récs szimmetrigjat is kihasznélva, természetes feladatként
adodik a 3, illetve 6 iranyu projekcidkkal adott binaris tomografiai problémak
kore. Ezekre adott eljardsaink sztochasztikusak, szimuldlt hiitésen alapuld ener-
giaminimalizacid, illetve genetikus megkozelitésiiek. Azt lathattuk, hogy 6 pro-
jekcids irannyal, ahogy egyébként varhato is, sokkal jobb eredményeket tudunk
produkalni (a rekonstrudlt és az eredeti kép kiilonbségét tekintve is).

A genetikus algoritmust is tervezziik atalakitani igy, hogy 6 projekcids irdanyt
is kezelni tudjon. Tervezziik valddi tesztképeken is kiprébalni megkozelitésein-
ket. Ezenkiviil hatékony determinisztikus algoritmusokat is fejlesztiink és pub-
likalunk varhatéan a kozeljovében. Reményeink szerint egyes esetekben jobb
eredményeket tudunk felmutatni, mint hasonlé feltételek mellett a négyzetracson.
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5. dbra: A Vegyes objektumok tesztkép rekonstrukcidja 3 vetiiletb6l GA-val, valamint
az eredeti és a rekonstrudlt képek kiilonbségei (szimmetrikus differencia).
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